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ZADACI SA REXE�IMA

1. [20 poena] Naslu�uje se da se iza Plutonove puta�e kre�e mnoxtvo krupnih astero-
ida i jezgara kometa (Kajperov pojas). Astronomi �ele da posmatraju asteroid "H"u
Kajperovom pojasu preqnika 350 km, sa albedom p = 0,07. Poxto je posmatrano telo
veoma daleko, smatrati da su �egovo rastoja�e od Sunca i rastoja�e od Zem	e pri-
bli�no jednaki i da iznose 100AJ. Pretpostaviti da asteroid i Mesec reflektuju
Sunqevu svetlost sliqno idealnom difuznom reflektoru, sa razliqitim albedom.
Kod asteroida zanemariti fazne efekte. Izraqunajte prividnu veliqinu asteroida
H i odgovorite na pita�e da li astronomi mogu da ga posmatraju pomo�u teleskopa
na Zem	i qija je graniqna oset	ivost 24 magnitude.

Rexe�e:

Glavna ideja u ovom zadatku je da se sjaj asteroida poredi sa sjajem pu-
nog Meseca. Iz spiska konstanti imamo vrednosti za Meseqev albedo,
uda	enost Meseca od Zem	e, kao i �egov preqnik.

[3 p.]

Zapisa�emo Pogsonov zakon za Mesec i asteroid:

ma −mM = −2.5 log
Ea

EM

,

gde su EM i Ea osvet	enosti na Zem	i koje dolaze sa Meseca i asteroida.

[2 p.]

Fluks zraqe�a Sunca na rastoja�u Meseca je:

ΦM =
L⊙

4πd2SM
SM ,

gde je dSM ≃ 1AJ, rastoja�e Sunce-Mesec, a SM je povrxina Meseqevog
diska.

[2 p.]
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Analogno, fluks zraqe�a Sunca na rastoja�u asteroida je:

Φa =
L⊙

4πd2a
Sa ,

gde je da = 100 AJ, rastoja�e Zem	a-asteroid, Sa povrxina diska astero-
ida.

[2 p.]

Osvet	enost koja �e sti�i na Zem	u sa Meseca je:

EM =
ΦM pM
4πd2ZM

=
L⊙

4πd2SM
· pM · SM

4πd2ZM

. [2 p.]

Sliqno, osvet	enost koja �e sti�i na Zem	u sa asteroida je:

Ea =
Φa pa
4πd2a

=
L⊙

4πd2a
pa ·

Sa

4πd2a
[2 p.]

Odnosi povrxina Meseca i asteroida koje reflektuju Sunqevu svetlost
su srazmerni kvadratu �ihovih polupreqnika.
Na kraju dobijamo razliku u magnitudama asteroida i punog Meseca:

ma −mM = −2.5 log

[(
Ra

RM

)2(
dSM
da

)2(
dZM

da

)2(
pa
pM

)] [3 p.]

Zamenom brojnih vrednosti dobija se da je ma−mM ≈ 38, 69, xto znaqi da
je prividna magnituda asteroida 25,35, xto je ispod praga oset	ivosti
teleskopa. Asteroid ne�e mo�i da se vidi.

[4 p.]
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2. [20 poena] Vizuelno dvojna zvezda je uda	ena 10 parseka od nas, i vidimo je normal-
no u odnosu na orbitalnu ravan zvezda. Najve�e ugaono rastoja�e izme�u zvezda je 7
luqnih sekundi, a najma�e 1 luqnu sekundu. Period rotacije sistema je 100 godina.
Izraqunajte ukupnu masu zvezda u ovom dvojnom sistemu, u jedinicama mase Sunca.

Rexe�e:

Slika 1: Orbite zvezda u dvojnom sistemu oko zajedniqkog centra masa (puna linija) i
relativna orbita (isprekidana linija) ma�e masive zvezde (plavi kru�i�) oko masivnije
zvezde (crveni kru�i�)

Prvi deo zadatka mo�e se rexiti sa dobro nacrtane skice. Na Slici 1.
prikazane su puta�e zvezda u ovom dvojnom sistemu. Mo�e se uoqiti da je
najve�e rastoja�e izme�u komponenti p1 = 7′′ (polo�aji 1) jednako jednako
dvostrukom zbiru velikih poluosa, uma�eno za najma�e rastoja�e mo�u
komponentama p3 = 1′′ (polo�aji 3), pa je p1 = 2a1 + 2a2 − p3. Odatle se
dobija da je a = a1 + a2 = 4′′.

[12 p.]

Kako znamo uda	enost do ovog dvojnog sistema, mo�emo da izraqunamo
koliko je a u astronomskim jedinicama.

a = 4′′ · 10pc = 40 AJ
[2 p.]

Zatim koriste�i Keplerov zakon za dvojne sisteme, gde je a = a1 + a2
relativna puta�a jedne zvezde oko druge izra�ena u astronomskim jedi-
nicama, a period sistema u godinama, dobijamo zbir mase obe komponente
sistema u jedinicama Sunqevih masa.

m1 +m2 =
a3

T 2
= 6.4M⊙

[6 p.]
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3. [20 poena] Astronom ide vozom od Beograda (φ1 = 44◦49′14′′, λ1 = 1h21m51s) do
Berlina (φ2 = 51◦31′12′′, λ2 = 0h53m37s). Prirodno, interesantna mu je geometrija
putova�a.

a) Prvo xto ga zanima je koja je najsevernija taqka na Zem	inoj povrxi koja je
jednako uda	ena od Berlina i Beograda, tj. treba izraqunati geografsku xirinu
te taqke.

b) Da	e, uz pomo� na�ene geografske xirine, treba izraqunati azimut zalaza zvezde
Rigel (βOrionis) za koju su poznate rektascenzija i deklinacija: α = 5h14m32s i
δ = −8◦12′6′′.

v) Astronom, na poqetku putova�a, opa�a da se voz kre�e 80 km na qas u pravcu
severozapada. Odredite pribli�ne qasovne promene geografskih koordinata voza
koji je krenuo iz Beograda? Dodatno, da li mo�ete da poka�ete kada �e va�iti da
je ∆φ > ∆λ?

Rexe�e

a) Prvo xto je potrebno uraditi je na�i da	inu l izme�u Beograda i Berlina.

Slika 2: Prikazani su ekvator e, veliki krug g koji spaja Berlin (taqka C) i Beograd
(taqka A), te veliki krug h koji prolazi kroz sredinu O luka AC i normalan je na g.
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Primenom kosinusnog obrasca na sferni trougao ∆APC imamo:

cos l = cos (90◦ − φ1) cos (90
◦ − φ2) + sin (90◦ − φ1) sin (90

◦ − φ2) cos∆λ

⇐⇒ l = arccos [sinφ1 sinφ2 + cosφ1 cosφ2 cos (|λ2 − λ1|)]
Dobijamo (geografske du�ine se prethodno moraju pretvoriti u format
[◦,′ ,′′]) da je l = 8◦10′47′′.

[2 p.]

Za isti sferni trougao iz sinusnog obrasca nalazimo:

sin (90◦ − φ2)

sin ξ
=

sin l

sin∆λ
=⇒ ξ = arcsin

(cosφ2 sin∆λ

sin l

)

Ugao ξ iznosi 32◦30′27′′.

[1 p.]

Da	e, potrebno je na�i ugao i izme�u ekvatora i velikog kruga g, xto se
mo�e uraditi preko kosinusnog obrasca za trougao ∆AA′C ′:

cos i = − cos ξ cos 90◦ + sin ξ sin 90◦ cosφ1 = =⇒ i = arccos (sin ξ cosφ1)

Ugao i ima vrednost od 67◦35′32′′.

[2 p.]

Taqke jednako uda	ene od Beograda i Berlina nalaze se na velikom krugu
h koji prolazi kroz sredixte O luka AC i normalan je na g. Ugao izme�u
velikog kruga h i ekvatora mo�e se izraqunati iz trougla ∆EOC ′:

cosφ = − cos 90◦ cos i+ sin 90◦ sin i cos (m+ l/2) =⇒

φ = arccos [sin i cos (m+ l/2)]

Poxto nam nedostaje vrednost za m, �u mo�emo na�i iz sinusnog obrasca
za trougao ∆AA′C ′:

sinφ1

sin i
=

sinm

sin 90◦
=⇒ m = arcsin

(sinφ1

sin i

)

Dobija se m = 49◦40′53′′.

[1 p.]

Ukoliko se sada vratimo na jednakost

φ = arccos [sin i cos (m+ l/2)]

sledi da je
φ = 56◦52′50′′

Najsevernija taqka na velikom krugu h nalazi se na geografskoj xirini
φ.

[2 p.]
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b) Azimut se meri od ju�ne taqke ka zapadu po konvenciji. U tom sluqaju,
azimut zalaza zadate zvezde na ovoj xirini mo�emo na�i ako napixemo
kosinusnu teoremu za paralaktiqki sferni trougao:

cos (90◦ − δ) = cos (90◦ − φ) cos z + sin (90◦ − φ) sin z cos (180◦ − A)

⇐⇒ sin δ = sinφ cos z − cosφ sin z cosA

odakle dobijamo tra�eni azimut kao:

A = arccos
(sinφ cos z − sin δ

cosφ sin z

)

U sluqaju zalaza va�i z = 90◦, te imamo pojednostav	e�e gor�eg izraza:

A = arccos
(
− sin δ

cosφ

)
= 74◦51′54′′.

Prime�ujemo da nam rektascenzija zvezde nije bila potrebna.

[5 p.]

Napomena: Ako uqenik uzme da se azimut meri od severa ka istoku, dobija se A =
105, 1, da	e to treba oduzeti od 360 i dobija se 254◦52′.

v) Xto se tiqe pribli�nih promena ∆λ i ∆φ, prvo posmatramo sliku 3 (levo).

Vidimo da je za Beograd uzeto teme A. Severni pol je oznaqen sa P . Voz
�e nakon sat vremena sti�i u teme C, i pre�i neki put s od 80 km. Voz se
kre�e po velikom krugu koji sa meridijanom Beograda zaklapa ugao q.
Pomera�e s je malo u pore�e�u sa dimenzijama Zem	e (s ≪ R⊕), i Beograd
nije blizu severnog pola - ovo znaqi da trougao ∆ABC mo�emo smatrati
pravouglim ravanskim trouglom.

[1 p.]

Slika 3: Skice potrebna za odre�iva�e pribli�nih promena ∆φ i ∆λ.
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U �emu odmah mo�emo uoqiti stranice BC = ∆φ i AC = s. Xto se tiqe
stranice AB, uradi�emo dodatno razmatra�e koriste�i sliku 1 (desno).
Va�i da je l = R∆λ, odnosno l = ∆λ za R ≡ 1 (poxto radimo se sa
stepenima). Tako�e, imamo l′ = r∆λ. Mo�e se na�i veza r = R cosφ =
cosφ. Tada sledi da je l′ = l cosφ. Odnosno, mo�emo tvrditi da va�i
AB = ∆λ cosφ (ovde je φ geografska xirina Beograda). U trouglu∆ABC,
kod temena A imamo ugao od 90◦−q, kod temena B �e biti prav ugao (presek
paralela i meridijana), te je onda ugao kod temena C prosto q.

[1 p.]

Sada mo�emo iskoristiti osnovne trigonometrijske zavisnosti:

sin q =
AB

AC
=

∆λ cosφ

s
=⇒ ∆λ = s · sin q secφ,

cos q =
BC

AC
=

∆φ

s
=⇒ ∆φ = s · cos q.

Prema zadatku, imamo ugao q = 45◦ i s = 80 km. Rastoja�e pre�eno za
jedan qas moramo da konvertujemo u luqne minute (sekunde). Znamo da je
obim Zem	e oko 40000 km i da pun krug ima 360◦ tako da se mo�e pisati
da je 1◦ ≈ 111.11 km. Odatle, mo�emo izvesti da je s = 43′12′′. Zamenom u
izraze iznad, dobijamo:

∆φ = 30′33′′, ∆λ = 43′3′′.

[3 p.]

Xto se tiqe razmatra�a sluqaja da je ∆φ > ∆λ, mo�emo krenuti od para
jednaqina koje smo napisali ranije. Mo�emo obe jednaqine podeliti sa s
i pisati:

∆φ > ∆λ ⇐⇒ cos q > sin q secφ ⇐⇒
⇐⇒ cosφ > tan q (|φ| < 90◦, 0 < q < 90◦).

Tzv. kritiqni ugao qc, raquna se preko qc = arctan(cosφ). Inkrement la-
titude je ve�i od inkrementa longitude taqno kad je ugao q ma�i od qc (tj.
∆φ > ∆λ za q < qc). Za Beograd, kritiqni ugao iznosi qc = 35◦21′20′′.

[2 p.]
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4. [20 poena] Dinamika homogenog i izotropnog univerzuma mo�e biti opisana Frid-
manovom jednaqinom:

( ȧ
a

)2

=
8πG

3
(ρm + ρr) +

Λc2

3
− kc2

a2
,

gde je Hablov parametar definisan kao H = ȧ/a. Oznaka a predstav	a kosmiqki
dimenzioni faktor, a ȧ je promena tog faktora u vremenu. Dakle, Hablov para-
metar je funkcija kosmiqkog vremena (nije prava konstanta). Ovde ρm predstav	a
gustinu materije, a ρr gustinu zraqe�a. Sa Λ je oznaqena kosmoloxka konstanta, a k
je krivina prostora. Sa indeksom 0 oznaqava se danax�a vrednost nekog parametra;
npr. H0 je danax�a vrednost Hablovog parametra, tj. Hablova konstanta.

a) Mogu�e je definisati karakteristiqnu vremensku skalu za xire�e Univerzuma
tH , tj. Hablovo vreme, koriste�i Hablov parametar. Izraqunati tH0.

b) Ukoliko definixemo kritiqnu gustinu ρc kao gustinu materije koja je potrebna
da bi se objasnilo xire�e ravnog unverzuma bez zraqe�a i energije, na�i izraz za
tu kritiqnu gustinu preko H i G. Izraqunati ρc0.

v) Fridmanova jednaqina se mo�e drugaqije napisati kao:

Ωm + Ωr + ΩΛ + Ωk = 1,

gde su Ωi = ρi/ρc bezdimenzioni parametri gustine, tj. i = (m, r). Na�i izraze za ΩΛ

i Ωk, koriste�i H, c,Λ, k, a.

g) Fridmanova jednaqina implicira da se univerzum xiri, galaksije se pomeraju
jedna od druge, xto dovodi do veze poznate kao Habl-Lemetrov zakon, qiji opxti
oblik mo�emo koristiti u sluqaju kad je crveni pomak z ≪ 1. Preqkasta spiralna
galaksija NGC 1300 ima crveni pomak od z = 0.005. Ugaona veliqina preqke iznosi
3′. Koja je fiziqka veliqina preqke?

Rexe�e:

a) Hablovo vreme se definixe kao:

tH =
1

H
=⇒ tH0 =

1

H0

Danax�a vrednost Hablovog parametra je H0 = 70 km/s/Mpc, te sledi da
je tH0 = 13, 97Gyr.

[5 p.]
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b) Koriste�i Fridmanovu jednaqinu kritiqna gustina se mo�e na�i pre-
ko: ( ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρc =⇒ ρc =

3H2

8πG

Danax�u vrednost za kritiqnu gustinu nalazimo preko:

ρc0 =
3H2

0

8πG
= 9, 21 · 10−27 kg/m3

[5 p.]

v) Iz jednaqine:
Ωm + Ωr + ΩΛ + Ωk = 1

sledi:
ρm
ρc

+
ρr
ρc

+ ΩΛ + Ωk = 1

Da	e imamo:
8πG

3H2
(ρm + ρr) + ΩΛ + Ωk = 1

odakle dobijamo:

8πG

3
(ρm + ρr) + ΩΛH

2 + ΩkH
2 = H2

Ako ovu jednaqinu uporedimo sa originalnim zapisom Fridmanove jed-
naqine H2 = 8πG

3
(ρm + ρr) +

Λc2

3
− kc2

a2
, nalazimo tra�ene izraze:

ΩΛ =
Λc2

3H2
, Ωk = − kc2

a2H2

[5 p.]

g) Za crveni pomak z = 0, 005 mo�e se koristiti Hablov zakon:

d =
cz

H0

=
3 · 105 km/s · 0.005

70 km/s/Mpc
≈ 21, 4Mpc

Da bismo naxli realnu veliqinu preqke, mo�emo koristiti relaciju
l = dθ, uz to da je θ pretvoreno u radijane kao:

θ = 3′ =
3

60
· π

180
= 8, 73 · 10−4rad

Sada nalazimo da je tra�ena veliqina:

l = 21.4Mpc · 8.73 · 10−4 ≈ 18, 7 kpc

[5 p.]
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5. [20 poena] Astronomi posmatraju spektroskopski dvojni sistem koji se sastoji
od masivne plave zvezde i kompaktnog pratioca. Mere�em spektra plave zvezde
utvr�eno je da se linija vodonika Hα (λ0 = 656,3 nm) periodiqno pomera usled
orbitalnog kreta�a. U trenutku maksimalnog uda	ava�a zvezde od Zem	e izmerena
je talasna du�ina λ = 728,5 nm. Poznato je da je orbita kru�na i da je ravan orbite
paralelna liniji vizure. Period orbitalnog kreta�a iznosi P = 1,5 dana.

a) Izraqunajte parametar crvenog pomaka z za ovu zvezdu.

b) Koriste�i relativistiqku formulu, izraqunajte orbitalnu brzinu zvezde vrad u
km/s.

v) Na osnovu brzine i perioda, izraqunajte polupreqnik orbite ove zvezde Rorb oko
centra mase sistema (izraziti u milionima kilometara).

Rexe�e:

a) Parametar crvenog pomaka (z) jednak je:

z =
λ− λ0

λ0
[2 p.]

z =
728, 5− 656, 3

656, 3
=

72, 2

656, 3
≈ 0,11 [3 p.]

b) Orbitalna brzina zvezde

Poxto brzina nije zanemar	ivo mala u odnosu na brzinu svetlosti, ko-
ristimo relativistiqku Doplerovu formulu

1 + z =

√
1 + β

1− β
, β =

v

c
.

[4 p.]

Kvadrira�em dobijamo

(1 + z)2 =
1 + β

1− β
,

odakle sledi

β =
(1 + z)2 − 1

(1 + z)2 + 1
.
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Za z ≈ 0, 11 dobijamo

β =
1,232− 1

1,232 + 1
=

0,232

2,232
≈ 0,104.

Odatle je orbitalna brzina zvezde

v = βc ≈ 0,104 · 299 792 458m/s ≈ 3,12× 104 km/s.

[5 p.]

v) Polupreqnik orbite zvezde

Za kru�no kreta�e va�i

v =
2πRorb

P
=⇒ Rorb =

v · P
2π

[2 p.]

Bitno je izraziti period u sekundama i brzinu u km/s, tj. jedinice moraju
biti me�usobno uskla�ene (mo�e period u danima, a brzina km/danu).
Period orbitalnog kreta�a u sekundama iznosi

P = 1,5 · 24 · 3600 = 129 600 s.

Ubaciva�em vrednosti dobijamo

Rorb =
3,12× 104 · 129600

2π
km ≈ 6,43× 108 km.

[4 p.]
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